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Contexte et modèle étudié

Le graphe d’Erdös-Rényi est peut-être le plus connu des modèles de graphes aléatoires. Noté

généralement G(n,m) il consiste en un graphe aléatoire composé de m arêtes uniformes placées

entre les sommets {1, 2, ..., n}. La littérature sur le sujet est très vaste et beaucoup de ses

propriétés géométriques sont maintenant bien connues. En particulier, au travers du couplage

croissant en m, ce graphe aléatoire admet une transition de phase quand m ≈ n
2 avec l’apparition

d’une composante géante de taille comparable à n. La géométrie du graphe critique G(n, n/2)

a fait l’objet de travaux récents, reliés en particulier aux arbres aléatoires [1], au coalescent

multiplicatif [2] et aux processus stochastiques en général.

Puisque particulièrement simple, le graphe d’Erdös-Rényi apparâıt également dans de nom-

breux autres contextes, comme les arbres couvrants minimaux, les permutations aléatoires [6].

Récemment, une variante de ce modèle, appelée le graphe d’Erdös-Rényi gelé, a été introduit

et étudié par Contat et Curien [3] en lien avec le modèle du parking sur des arbres aléatoires.

Ce modèle, qu’on notera Fp(n,m), dépend d’un paramètre additionnel p ∈ [0, 1] et est décrit

comme suit: Comme dans le graphe G(n,m), des arêtes i.i.d. uniformes sont ajoutées entre

deux sommets uniformes de {1, 2, ..., n}, mais à la différence du graphe d’Erdös-Rényi certaines

arêtes ne sont pas ajoutées en fonction de la géométrie sous-jacente (voir figure ci-dessous):

• if Em connects a white and a blue vertex, then Em is discarded if Um > p and kept

otherwise, in which case the new connected component is declared frozen and colored in

blue.

Ui  p Ui > p

Figure 26: Transitions in the frozen Erdős-Rényi with parameter p.

Obviously, in the case p = 1
2 , the process F1/2 has the same law as the frozen Erdős–Rényi

that we used in this paper10. For p = 0, the process corresponds to completely stopping the

connected components once they create a cycle. In the case p = 1, the process is obtained from

G(n, m) by discarding the edges which would create a surplus of 2. In particular, we have

[F1(n, m)]� = [F1(n, m)]tree = [G(n, m)]tree, for all m > 0. (58)

Notice however, that the obvious coupling of Fp for all p 2 [0, 1] is not monotonic in p.

It should be easy to extend our analysis to the frozen Erdős–Rényi processes with parameter

p and in particular Theorem 2, Propositions 8 and 15 and Corollary 1 should hold with the

proper changes. E.g., the scaling limit of the rescaled total size of the frozen components in

Fn,p(l) should be a pure-jump Feller process Xp(l) with jump kernel given by

1
2

1p
2p

dy
y3/2 (y + 2p · x)

p1(l� x� y)

p1(l� x)
. (59)

Specifying those results for p = 1 and using (58) we deduce that the process of the total mass

of the particles with surplus in the multiplicative coalescent M(l) has law X1(l) and that

conditionally on it, the remaining components are distributed as the jump of the conditioned

Lévy process Sl�Xp(l). We were not aware of such a description prior to this work.

9.2 Asymptotics when l! •

If the above description of the scaling limit Xp(l) of n�2/3 · kFn,p(l)k•� is granted, then one

can perform the analysis in the near supercritical regime l ! •. It is easy to see that Xp(l)

10in the paper we used the orientation of the edges ~Ei and did not require the additional randomness of the Ui.
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Figure 1: Illustration des transitions dans le graphe d’Erdös-Rényi gelé. Les com-

posantes ayant du surplus sont “gelées” et coloriées en bleu.
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• les arêtes qui relient deux sommets dont les composantes n’ont pas de cycle sont ajoutées

• si l’ajout d’une arête crée un cycle alors la composante en question est déclarée “gelée” et

coloriée en bleue

• les arêtes qui connectent deux composantes gelées ne sont pas ajoutées, alors que les arêtes

qui relient une composante gelée à une composante standard sont ajoutées avec probabilité

p.

Lorsque p = 1/2, les tailles des composantes de ce modèle de graphe aléatoire ont la même loi

que les tailles des composantes dans le modèle de parking sur des arbres aléatoires de Cayley [3].

Lorsque p = 0, il correspond à un modèle d’Erdös-Rényi où les composantes cessent de grossir

lorsqu’elles forment un cycle. Il est montré dans [3] que la taille totale des composantes ayant

un surplus forme une châıne de Markov inhomogène en temps alors que la partie “arborescente”

formée des composantes sans surplus forme une forêt aléatoire [4]. Cette propriété semble

spécifique au modèle Fp(n,m) et n’a pas encore été beaucoup exploitée.

Parking on Cayley trees & Frozen Erdős–Rényi
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Abstract

Consider a uniform rooted Cayley tree Tn with n vertices and let m cars arrive sequentially,

independently, and uniformly on its vertices. Each car tries to park on its arrival node, and

if the spot is already occupied, it drives towards the root of the tree and parks as soon

as possible. Lackner & Panholzer [57] established a phase transition for this process when

m ⇡ n
2 . In this work, we couple this model with a variant of the classical Erdős–Rényi

random graph process. This enables us to describe the phase transition for the size of the

components of parked cars using a modification of the multiplicative coalescent which we

name the frozen multiplicative coalescent. The geometry of critical parked clusters is also

studied. Those trees are very di↵erent from Bienaymé–Galton–Watson trees and should

converge towards the growth-fragmentation trees canonically associated to the 3/2-stable

process that already appeared in the study of random planar maps.

Figure 1: First line: Parking on a random Cayley tree with 10000 vertices when resp.

4000, 5000 and 6000 cars have arrived (color and thickness indicate the flux of cars along

the edges). Second line: The frozen Erdős–Rényi process at stages 400, 500, 600, 700
and 800 on a graph with 1000 vertices.
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Figure 2: Illustration de l’évolution de F1/2(500,m) pour différentes valeurs de m. Les

composantes gelées sont en bleu et les cycles sont en bleu foncé

Objectifs de la thèse

L’objectif de cette thèse est d’étudier plus en détails la géométrie des composantes de (Fp(n,m) :

m ≥ 0) lorsque n est grand. En particulier :

1. Etablir une transition de phase pour la taille des composantes gelées à m = n
2 quand p > 0.

2. Etudier le phénomène de “self-organized criticality” dans le cas p = 0 où la mesure em-

pirique de la partie arborescente devrait converger vers une loi stationnaire quand m� n
2 .

Un phénomène similaire a été étudié dans [5].

3. Etablir la convergence des tailles des composantes gelées au temps d’absorption (quand

tous les noeuds sont gelés) et si possible décrire la loi limite (une partition aléatoire de 1).

4. Montrer une convergence géométrique des composantes critiques renormalisées par n1/3

vers des versions d’arbres browniens possédant au plus un cycle, dans l’esprit de [1].
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5. Etendre les résultats à d’autres modèles de graphes aléatoires “gelés” bassé sur le modèle

de configuration par exemple.
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