Sujet de thése : Singularités en temps fini pour des équations aux dérivées partielles
intervenant dans I’étude de systémes complexes
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Selon Pierre Degond sur son [site, un systeme est dit complexe lorsque la somme des mouve-
ments individuels engendre I’émergence de structures macroscopiques, uniquement par interactions
locales, sans qu’il y ait de leader. Les exemples classiques concernent les mouvements de bancs
de poissons, d’oiseaux dans le ciel ou encore de mammiferes en migration. C’est aussi le cas pour
certains mouvements de foule, ou plus exotiquement de robots, termites et autres amibes, comme
le dictyostellium discoideum (voir Corrias, Perthame et Zaag [3]).

L’objet de cette these est de construire des outils mathématiques pour comprendre certaines
Equations aux Dérivées Partielles intervenant dans la modélisation de certains phénomenes com-
plexes.

C’est le cas du systeme suivant proposé par Patlak dans [7], puis réintroduit par Keller et Segel
dans [6], pour modéliser la chémotaxie :

Ou=Au—V - (uVv), Av+u=0. (1)

La chémotaxie, aussi appelée chimiotaxie ou chimiotactisme, est un phénomene au cours duquel des
amibes, bactéries ou cellules bougent individuellement sous I'influence d’une substance chimique,
donnant lieu & un mouvement collectif coordonnée. L’amibe dictyostellium discoideum est sans
doute I’exemple le plus emblématique, ou 'on assiste sous certaines conditions a ’agrégation de
toutes les amibes en un seul point, donnant lieu a une explosion en temps fini de leur densité. Cette
explosion se traduit mathématiquement par l'apparition d'une singularité en temps fini (voir Jager
et Luckhaus [5], Collot, Ghoul, Masmoudi et Nguyen [2]),

Dans cette these, on tentera de mieux décrire un tel phénomene pour le systeme . Si le cas
de I’équation semilinéaire de la chaleur

Ou = Au+uP, p>1, (2)

est relativement bien compris (voir le livre de Quittner et Souplet []]), c’est loin d’étre le cas pour
le systeme .

On essayera alors dans un premier temps de s’intéresser a 1’équation suivante, de difficulté
intermédiaire :

Ou=Au+uP+p|Vul?, p>1, ¢>1, pneR (3)

qui constitute un modele pour la dynamique de populations (voir Souplet [9]), tres utile dans les
systemes complexes. Si plusieurs résultats partiels ont été obtenus pour les solutions explosives
de cette équation (voir Chipot et Weissler [I], Souplet, Tayachi et Weissler [10], Tayachi et Zaag
[11]), il n’existe toujours pas de classification systématique de tous les comportements a I’explosion
pour . En cause le manque de structure de I’equation, qui n’admet ni énergie ni fonctionnelle de
Lyapunov, contrairement a et .

L’objectif de la these est double :
- Dans un premier temps, on tentera de mieux comprendre les différentes notions de profil a [’ez-
plosion pour , préalable a I'obtention d’une classification complete. Les techniques développées
par Fermanian et Zaag dans [4] pour I’équation modele seront tres utiles, quoi qu’insuffisantes.
- Dans une seconde partie, on s’intéressera a 1’équation et on essayera de constuire des solutions
explosives dans un régime proche de celui de I’équation modele .


https://www.math.univ-paris13.fr/~zaag
https://sites.google.com/site/degond/Home/scientific-interests/emergence-and-self-organization-in-complex-systems-general-view
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