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PROPOSITION DE SUJET DE THESE

Comportement a 1’explosion et propriétés de type Liouville
pour des équations paraboliques non linéaires

1. Comportement a I’explosion pour des équations du type chaleur non linéaire.

Considérons I'équation de la chaleur non linéaire avec non-linéarité puissance
(1) up — Au = uP

(avec p > 1), ou exponentielle

(2) up — Au =¢e*

qui admettent des solutions explosant en temps fini. Pour ces deux équations, sous des hypotheses
convenables sur p et/ou sur la dimension d’espace, les profils finaux d’explosion et les profils
intermédiaires en temps-espace ont été classifiés dans des travaux importants de la période 1990-
2000, notamment ceux de Herrero-Veldzquez, de Bressan et de Merle-Zaag (voir [QS, Chapitre 25]
et les références citées). Les preuves de ces résultats, basées sur les variables auto-similaires et
sur des idées de la théorie de la variété centrale, sont longues et techniques. Par ailleurs, dans le
cas particulier des solutions radiales décroissantes, des estimations supérieures optimales temps-
espace sous forme globale (qui contiennent en particulier la partie supérieure de ces estimations
de profils), ont été obtenues dans [S1, S2] par une méthode plus simple, basée sur le principe
maximum, et qui est un raffinement de la méthode classique de [FM]. Pour le systéeme de Keller-
Segel parabolique-elliptique, qui est un des modeles mathématiques les plus classiques pour les
phénomeénes de concentration par chimiotaxie en biologie cellulaire, une technique de ce type
a permis également d’obtenir dans [SW] le profil de concentration radial en dimension n > 3
(fondamentalement différent du profil précédemment établi en dimension 2).

Dans le cadre de cette these, on voudrait étudier les possibilités d’application de la méthode de
[S1, SW, S2] a d’autres types d’équations de la forme

up — Au = f(u), u—Au=uP+ F(|z|,u,|Vu|]) ou u—Au=e"~+ F(|z|,u,|Vul),

ou f est une non-linéarité pouvant avoir un comportement asymptotique éloigné de celui d’une
fonction puissance ou exponentielle, et I est un terme de perturbation. D’autres aspects de
problemes de ce type ont été étudiés par exemple dans [GNZ, TZ, HZ, Z3|.

D’autre part, dans le cas de (1), toujours pour les solutions explosives a décroissance radiale,
I'estimation globale inférieure temps-espace optimale a également été obtenue dans [S1] par une
approche simplifiée. On cherchera si possible & étendre cette approche au cas de (2).

2. Propriétés de type Liouville pour 1’équation de Hamilton-Jacobi diffusive.
Considérons I’équation de Hamilton-Jacobi diffusive

(3) ug — Au = |VulP, (t,x) € D
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[BD]

[FPS]

[FM]

[GNZ]

(avec p > 1), et sa version stationnaire
(4) —Au=|Vul?, ze€D,

qui jouent un réle important en controle stochastique (voir par exemple [BD]). Un théoreme de
classification de type Liouville a été obtenu dans [SZ] pour (3) avec D = (—o0) x R™, qui montre
que toute solution qui ne croit pas trop vite a 'infini doit étre constante. Pour (4) avec D le demi-
espace R = {x € R"; x,, > 0} et conditions de Dirichlet sur le bord, le résultat de type Liouville
de [FPS] montre quant & lui que toute les solution sont unidimensionnelles (i.e., ne dépendent que
la variable x,,). Ce dernier résultat a des applications intéressantes pour I’étude du comportement
a I'explosion, ainsi que pour le probleme elliptique en domaine borné.

Dans le cadre de cette these, dans le prolongement des résultats ci-dessus, on voudrait étudier les
deux questions naturelles suivantes :

- toute solution de (3) dans D = (—o0) x R’} avec conditions de Dirichlet sur le bord est-elle
nécessairement unidimensionnelle 7 (modulo une éventuelle condition & 'infini)

- toute solution de (3) dans D = (—o0) x Ry avec conditions de Dirichlet sur le bord est-elle
nécessairement stationnaire ?
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