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L’apparition de singularités en temps fini est un phénomene que l'on rencontre dans beaucoup
d’EDP non linéaires (chaleur, ondes, Schrédinger, Korteweg-de Vries (KDV), flots géométriques,...).
Ainsi, des solutions réguliéres a t = 0 commencent a prendre des valeurs non bornées et ne peuvent
étre prolongées au dela d’un temps maximum d’existence T > 0. On dit qu’elles explosent en
temps fini.

Certains phénomenes d’explosion en temps fini sont liés a la géométrie du domaine ou des objets
considérés. C’est justement I'objet de ce sujet de these, avec deux points de vue liés:
+ les équations semilinéaires de la chaleur posées sur une variété,
+ le mouvement par courbure moyenne.

1 Equation de la chaleur semilinéaire sur une variété riemanienne

Le comportement des EDP peut dépendre de ’espace €2 ou elles sont considérées. Il est classique
dans la littérature de comparer le cas ot Q = RY avec le cas ot Q est un domaine borné avec des
conditions aux limites. Cependant, dans les deux cas, I'espace est plat, ce qui pourrait empécher
de voir l'effet de la courbure de 'espace, trés importante dans de nombreuses situations physiques.
Pour cette raison, on s’intéresse au probleme d’explosion en temps fini pour des EDP posées sur une
variété.

L’étude des EDP sur des variétés est un sujet qui a suscité I'intérét de plusieurs auteurs. On
peut citer le travail de Pausader, Tzvetkov et Wang [PTW14] pour ’équation de Schrodinger sur
S3, ou encore le travail de Matano, Punzo et Alberto [MPT15] pour I’équation de la chaleur posée
sur ’espace hyperbolique.

Dans [MNZ15], on considére avec Mahmoudi une équation de la chaleur posée sur le cercle et on
construit une solution explosant en un point.



Dans cette partie, on cherche a généraliser 1’étude faite dans [MNZ15] et construire une solution
définie sur une variété riemannienne compacte de dimension N, qui explose en temps fini en un seul
point. Notre objectif est de voir comment la courbure de la variété peut influencer le comportement
de la solution singuliére par rapport au cas de I’espace plat. Concrétement, on considere I’équation
suivante:

du = Agu + |ulP~tu, (1)
définie sur une variété riemanienne compacte (M, g) de dimension N, avec u(t) : v € M — R, A,

. . N+2
est le laplacien de Beltrami sur M et 1 < p < 755.

2 Mouvements par courbure moyenne

Le mouvement par courbure moyenne d’une hypersurface, connu aussi sous le nom de ‘mean curva-
ture flow” (MCF), peut étre décrit par I’équation suivante:
Opzll n—1
Oru = - , xeR, t>0.
! 1+ (0u)? w (2)
u(z,0) = wo(x) >0, ze€R

Angenent et Vélazquez dans [AVJRN97] ont déja construit des solutions singuliéres pour ce type
d’équation, dans le sens ou © — 0 en temps fini. Ils ont aussi donné une description formelle de
quelques comportements singuliers (ou profils) sans preuve rigoureuse. Dans cette partie, on compte
proposer une construction rigoureuse de ces solutions.
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