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CONTEXTE

Ce projet se situe en topologie algébrique, a I’interface de la théorie de I’homotopie
chromatique, c’est-a-dire I’étude des phénomenes de périodicité des groupes d’homoto-
pie stables [Rav92], et de la K-théorie algébrique, qui est le réceptacle d’invariants des
anneaux et de leur arithmétique.

L’homotopie chromatique vise a comprendre la structure globale des groupes d’ho-
motopie stables des spheres ou des complexes finis ; approximativement, pour k,n € N,
il s’agit de classifier, 2 homotopie prés, les applications entre spheres S™* — $”, pro-
bléme indépendant du choix de n lorsque n > k + 1 (phénomene de stabilité donnant
son nom a la théorie de [’homotopie stable). Ces applications forment un groupe abélien
dénoté my, fini si k > 1, dont la collection forme un anneau gradué m.. dont on cherche
a déterminer la structure globale, d’une extréme complexité. Apres localisation en un
premier p, il a été démontré que ses éléments font tous partie de familles périodiques,
appelées familles v,-périodiques pour n € N, que ’on peut étudier isolément; dans
la famille v,-périodique, les classes se répetent a 1’infini avec une période qui est un
multiple de 2(p" — 1). Les familles v( et v| périodique sont connues depuis plus de 40
ans, mais pour n supérieur les familles v, sont encore mystérieuses, méme si I’on en
connait une partie.

Pour étudier ces familles périodiques, on fait appel a des théories de cohomologie
multiplicatives, qui sont représentées en théorie de I’homotopie stable par des anneaux
topologiques “stabilisés” appelés spectres en anneau. L’exemple fondamental est le
spectre des spheres S, qui joue le role d’objet initial parmi les spectres en anneau,
comme Z pour les anneaux ordinaires. Le groupe 7 mentionné ci-dessus est le k-eéme
groupe d’homotopie de S. Les théories de (co-)homologie peuvent étre classifiées par
leur complexité chromatique n € N, une notion étroitement liée a celle de hauteur n € N
d’une loi de groupe formel en caractéristique positive, et qui correspond aux types
de v,-périodicité des classes de m, qu’elles détectent. Le spectre S est de complexité
chromatique infinie, et Z, c’est-a-dire le spectre représentant la (co)-homologie ordinaire

a coeflicients dans Z, est de complexité chromatique 0. L'un des objectifs de la théorie
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de I’homotopie stable est de construire des théories de cohomologie multiplicatives
interpolant entre S et Z, de complexité finie et possédant de bonnes propriétés. Les
spectres associés aux théories de cohomologie appelées K-théories topologiques sont
de complexité 1.

La K-théorie algébrique est un invariant fondamental des anneaux, associant a un
anneau R une suite de groupes K, (R) qui sont les groupes d’homotopie d’un spectre
K(R); celui-ci est un spectre en anneau commutatif si R est commutatif, et est donc
équipé d’une application (unité) S — K(R) qui s’avere aussi intéressante pour étudier
S, en établissant un lien entre I’homotopie stable et 1’arithmétique. Les groupes de
K-théorie algébrique sont notoirement difficiles a calculer, mais possedent aussi des
propriétés de périodicité tres intéressantes. Il a été observé par exemple que le spectre en
anneau K, (Z) est de complexité chromatique 1, et ses groupes d’homotopie sont formées
de familles v et v-périodique (uniquement), alors que Z est de complexité chromatique
0 : ce phénomene est appelé décalage chromatique vers le rouge (ou redshift) opéré
par la K-théorie algébrique [AROS]. Il a été conjecturé que ce décalage est de 1 pour
tous les spectres en anneau commutatifs. Durant les cinq dernieres années, des avancées
spectaculaires ont été réalisées dans ce domaine, et le caractere systématique du décalage
chromatique opéré par la K-théorie algébrique a été établi en 2022 : Les théorémes
d’annulation [[CMNN20] et de pureté [LMMT20] impliquent que le décalage est d’au
plus un, et le Chromatic Nullstellesatz [BSY22] ainsi que des calculs pour les spectres de
Lubin-Tate [Yua2l]] impliquent qu’il est d’au moins un. Il s’agit néanmoins de résultats
structuraux qualitatifs qui n’abordent pas le calcul explicite des groupes de K-théorie
algébrique.

L'utilité de cette approche associant I’homotopie chromatique et la K-théorie al-
gébrique a aussi été soulignée de facon spectaculaire 1’été dernier : la conjecture du
télescope (Ravenel 1984), I'une des plus importantes conjectures en homotopie stable, a
été infirmée par Burklund-Hahn-Levy-Schlank [BHL*23] a 1’aide d’un contre-exemple
en K-théorie algébrique des spectres en anneau; ceci révele que la catégorie homoto-
pique stable est bien plus complexe qu’anticipé. En particulier, le programme classique
développé par Hopkins et Ravenel pour 1’étudier, basé sur I'utilisation du cobordisme
complexe, reste valable, mais s’avere n’en détecter qu’une partie.

ProJET

Les travaux cités soulignent I’importance du rdle de la K-théorie algébrique comme
outil d’étude des groupes d’homotopie stables des spheres. Dans cette perspective, il
s’avere alors intéressant de calculer explicitement les groupes de K-théorie K,,(A) d’un
spectre en anneau commutatif A de petite complexité chromatique. Une méthode qui s’est
avérée fructueuse est donnée par la trace cyclotomique ¢rc, une application s’insérant
dans une suite d’approximation successives

trc
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interpolant entre le spectre S et I’homologie de Hochschild THH(A) de A, via sa K-
théorie algébrique K (A), son homologie cyclique topologique 7C(A) et les points fixes
homotopiques THH(A)"S ' de THH (A) pour I'action du cercle S'. Par les travaux de
Dundas-Goodwillie-McCarthy [DGM 13|, nous savons que ¢rc est une équivalence a un
terme d’erreur controlé pres.

Dans les travaux [AR02,|Aus10], des calculs explicites ont été réalisés dans le cas ou
A est le spectre représentant une variante de la K-théorie topologique, une théorie de co-
homologie dont les classes représentent essentiellement des fibrés vectoriels. Toutefois,
ce ne sont pas les groupes d’homotopie K.(A) := S.K(A) qui ont été évalués dans ces
exemples, mais une approximation : les groupes d’homotopie a coefficients finis choi-
sis. Il s’agit des groupes S/(p,v1).K(€,) et S/(p,v1)K(kup), ot ku, est la K-théorie
topologique complexe p-complétée, £, son facteur d’Adams, et p > 5 un premier.

L’objectif principal de ce projet est d’étendre le calcul de S/(p,v1)K(ku,) aux cas
p = 2,3, qui sont particulierement intéressants en rapport avec des questions de détection
de classes dans les groupes d’homotopie stables et de phénomenes particuliers a des petits
premiers. Pour cela, il s’agit d’utiliser de nouveaux outils, qui n’étaient pas disponibles
dans les travaux|[[AR02,|Aus10]] décrits ci-dessus.

Tres récemment, Hahn, Raksit et Wilson [HW?22, HRW?22] ont étendu les notions de
cohomologie prismatique et de cohomologie syntomique au cadre des spectres en anneau
commutatifs, offrant un nouvel outil pour calculer I’homologie cyclique topologique.
Plus précisément, sous certaines hypotheses sur A, ils ont défini une filtration motivique
de THH(A), compatible avec la structure cyclotomique. On peut en déduire une filtration
fil* TC(A) de I’homologie cyclique TC(A), qui induit une suite spectrale

mot
S.grt TC(A) = S,.TC(A),

%

ou S,grr  TC(A) est’homologie syntomique de A. Cette suite spectrale s’avere étre un
outil prometteur, qui a été utilisé pour calculer S/(3,v1).TC(¢,) dans [HRW22], ainsi
qu’une approximation de S/(2,n,v1).TC(ko;) dans [AKAR23|.

Une premiere partie du projet consistera a évaluer I’homologie syntomique de ku en
tous les premiers, a coefficients finis S/(p, vy), puis de compléter le calcul de TC (ku),
pour obtenir une nouvelle approche dans le cas p > 5, et un nouveau résultat pour p = 3.
Le premier 2 pourra aussi étre considéré, en reprenant les méthodes de [AKAR23], et,
si le temps le permet, le cas de K(ko) en des premiers impairs en se basant sur le cas de
ku et un résultat de scindement [ABM23].
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