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1. Géométrie d’Arakelov

Le contexte général de cette thèse est la géométrie diophantienne, un sujet où l’on cherche
à comprendre la nature arithmétique des équations polynomiales à coefficients, disons
entiers. Pour étudier les solutions, la notion de hauteur, introduite par Weil (1928) et
Northcott (1950) s’est avérée fructueuse.
Initiée par Arakelov (1974) et reprise par Faltings (1984), pour les surfaces arith-

métiques, étendue en dimension supérieure par Gillet & Soulé (1990a,b), la géométrie
d’Arakelov fournit un moyen systématique de création de hauteurs et permet de les étudier
avec précision. Trois idées la sous-tendent :

– L’ancienne analogie (Kronecker. . .) entre arithmétique et géométrie, visant à étudier
un objet arithmétique comme la « famille de ses réductions modulo p » comme s’il s’agissait
d’une famille géométrique paramétrée par une courbe ;

– Le parallèle avec la théorie de l’intersection en géométrie algébrique, découvert dans
les années 1950–1970 ;

– L’idée (due à Parshin et Arakelov) qu’il faille ajouter à ces « réductions modulo p »
un objet analytique. Chez Arakelov, il s’agissait de fonctions de Green (au sens de la théorie
du potentiel) sur une surface de Riemann compacte (qui résolvent une équation de type
∆g = −δp + µ, où p est point et µ une mesure de probabilité) ; en dimension supérieure, il
s’agit de courants (au sens de De Rham) résolvant « l’équation de Green » ddcg + δZ = ωZ,
où δZ est le courant d’intégration sur un cycle Z et ωZ une forme lisse.

La façon souple dont elle permet d’interpréter les hauteurs, à la suite de Faltings (1991);
Bost et al. (1994); Faltings (1992); Zhang (1995a) en fait aujourd’hui un outil important
en géométrie diophantienne. Mentionnons par exemple la preuve de la conjecture de
Bogomolov déduite du théorème d’équidistribution de Szpiro et al. (1997).
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2. Géométrie d’Arakelov non archimédienne

Ainsi présentée, on voit que la géométrie d’Arakelov mêle des considérations algébriques
(la théorie de l’intersection sur les schémas) et analytiques complexes (la théorie de Hodge),
de façon visiblement dissymmétrique.
Les versions non archimédiennes de la géométrie d’Arakelov visent à diminuer cette

dissymétrie en étudiant la situation algébrique dans un langage proche de celui de l’analyse.
Il y en a plusieurs dans le cas des courbes, qui culminent avec la théorie d’A. Thuillier
(2006) basée sur la théorie des espaces analytiques de Berkovich (1989) qui offre un
parallèle exceptionnel avec la théorie complexe. En dimension plus grande, aucune des
approches existantes n’est vraiment complète, et ce projet de thèse ambitionne de diminuer
cet écart.

L’approche qui semble actuellement la plus complète est celle de S. Bloch, H. Gillet &
C. Soulé (1993)mais celle-ci, malgré le langage qu’elle introduit, est entièrement algébrique :
ces auteurs nomment « formes », « courants », « fibrés vectoriels métrisés », etc., le résultat
de diverses constructions subtiles en théorie de l’intersection sur les schémas et démontrent
les théorèmes qui justifient ces dénominations. Outre l’absence de motivation analytique,
leur approche requiert une conjecture de résolution des singularités actuellement hors de
portée.

Un article influent de Zhang (1995b) propose des objets limites, de fait assez proches des
b-diviseurs de la géométrie birationnelle, et étend une partie de la théorie à ces objets, en
particulier leurs nombres d’intersection. Sur cette base, j’avais pu dans (Chambert-Loir,
2006) construire desmesures sur des espaces analytiques de Berkovich qui jouent le rôle
des mesures qui apparaissent dans le théorème d’équidistribution de Szpiro et al. (1997).
Le théorème d’équidistribution général a été prouvé peu après par Yuan (2008).
Dans une prépublication (2012) avec A. Ducros, nous avons proposé des notions de

« formes différentielles » et de « courants » sur les espaces analytiques de Berkovich et
démontré un premier jeu de théorèmes qui justifient cette dénomination. Notre construction
est géométrique, fondée sur un mélange de géométrie non archimédienne et de géométrie
tropicale (réelle) et ne fait usage d’aucune conjecture de résolution des singularités. Depuis
2012, nous avons repris de fond en comble cette prépublication ; elle consiste désormais
en un livre de près de 500 pages en bonne voie d’achèvement. La version étendue offre
beaucoup plus de souplesse, et contient aussi de nombreux résultats nouveaux que nous
avions annoncé vouloir démontrer.
Comme l’ont montré W. Gubler et K. Künnemann (2017), elle permet de retrouver

une partie de la géométrie d’Arakelov non archimédienne. Plus récemment, A. Mihatsch
(2022) a montré comment elle permettait d’interpréter des nombres associés à des variétés
de Shimura, remplissant de fait notre espoir que la géométrie non archimédienne puisse
pallier aux défauts de la géométrie algébrique. Yifeng Liu (2020) a également proposé une
construction des classes de cycles dans la théorie cohomologique permise par ces formes.
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3. La thèse

L’objet principal de cette thèse sera de comprendre l’interaction entre nos formes et
courants d’une part, et la théorie non archimédienne de Bloch et al. (1995) d’autre part.
En effet, cette dernière théorie fournit un dictionnaire assez complet que la théorie des

formes et courants n’atteint pas encore. Deux questions, en particulier, méritent d’être
étudiées : d’une part une éventuelle théorie de classes de Chern, d’autre part l’existence des
courants de Green pour les cycles de codimension au moins 2.

Pour les classes de Chern, la difficulté est que dans le contexte non archimédien, les fibrés
vectoriels n’admettent pas de métriques lisses. Par nécessité, ces métriques ressemblent
à une métrique ℓ∞ et leurs boules unités sont anguleuses. Il faudra donc développer soit
une théorie finslérienne, soit une théorie où les classes de Chern sont naturellement des
courants aux singularités suffisamment raisonnables pour être justiciables d’une théorie de
produits (par exemple à la Bedford & Taylor (1976)).

Pour les courants de Green, l’obstacle majeur est que dans le cas complexe, ces courants
sont obtenus via la théorie de Hodge, théorie qui n’a pour l’instant aucun analogue dans le
cadre des espaces de Berkovich. Dans la théorie de Bloch et al. (1995), ces courants de
Green sont fournis « gratuitement » par des modèles entiers (raisonnables). La difficulté,
là encore, viendra que ces courants auront probablement des singularités nouvelles liées à
l’aspect ℓ∞ de la géométrie non archimédienne.
Il ne fait nul doute qu’une étude approfondie des relations entre ces deux théories non

archimédiennes permettra d’obtenir des progrès substantiels sur ces deux questions.
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