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Proposition de sujet de thése

THEORIE HOMOTOPIQUE DES BIGEBRES ET APPLICATIONS

Le théme de ce projet de theése est I'étude homotopique des bigebres associatives, c’est-a-
dire des algébres de Hopf sans antipode, avec deux applications a I'algébre quantique et a la
topologie algébrique respectivement.

Algebre homotopie. Lalgébre et la théorie de I'homotopie ne sont pas compatibles a priori. Par
exemple, en partant d’'une algébre associative différentielle graduée et en perturbant le complexe
de chaines sous-jacent, méme en restant dans la méme classe homotopique, on détruit 'asso-
ciativité du produit binaire. Cela ne doit pas étre pergu comme un defaut mais plutét comme un
avantage : le manque d’associativité est contrélé fidélement par une nouvelle opération a trois
entrées. Cette procédure continue et donne lieu & une série infinie d’opérations cohérentes dont
le nombre d’entrées est quatre, cing, six ... Cette nouvelle notion d’algébre homotopique supé-
rieure, appelée « algebre associative homotopique », a été découverte pour la premiere fois dans
les années soixante par Jim Stasheff [Sta63]. Aujourd’hui, cette notion joue un rdle crucial dans
de nombreux domaines tels que la topologie algébrique, la géométrie symplectique et la phy-
sique mathématique, par exemple. Le méme phénoméne apparait de la méme maniére lorsque
I'on considére d’autres types de structures algébriques différentielles graduées. Par exemple, la
notion d’algébre de Lie différentielle graduée admet une généralisation homotopique supérieure,
qui est la structure essentielle de la démonstration par Maxim Kontsevich [Kon03] de la conjecture
de quantification par déformation des variétés de Poisson (qui lui a valu la médaille Fields).

Opérades. On peut alors se demander comment définir des généralisations homotopiques co-
hérentes pour n’importe quelle structure algébrique, car cela ne peut pas étre fait a la main a
chaque fois. Dans les années 90, la notion d’opérade provenant de la topologie a été introduite
dans le monde différentiel gradué et depuis lors, le calcul opéradique a été largement développé,
notamment la puissante dualité de Koszul, voir [LV12]. Cette théorie est maintenant suffisamment
compléte pour nous fournir des outils conceptuels puissants permettant de définir des versions
homotopiques pour de nombreuses structures algébriques ainsi que leurs propriétés algébro-
homotopiques.

Bigébres associatives. Néanmoins, une structure algébrique résiste encore aux efforts de la
communauté : les bialgébres différentielles graduées qui sont constituées d’un produit asso-
ciatif et d’'un coproduit coassociatif compatible, dit autrement une algebre de Hopf différentielle
graduée sans antipode. Il est assez paradoxal de voir que cette notion d’apparence simple et
omniprésente en algébre quantique et en topologie algébrique n’a pas encore regu le traitement
homotopique qu’elle mérite. Elle est certes codée conceptuellement par un objet opéradique ap-
pelé «propérade», mais ce dernier n"admet pas de présentation quadratique homogene et ne
peut donc pas étre traitée stricto sensu par la dualité de Koszul éponyme [Val07].
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OBJECTIF 1: Décrire une notion de bigébres associatives a homotopie prés possédant toutes
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les propriétés requises. Méme si le modéle minimal de la propérade des bigébres asso-
ciatives est un probléme notoirement difficile qui n’a connu aucune réponse compléte a
ce jour, on peut cependant lui appliquer la construction bar-cobar fonctorielle pour les pro-
pérades établie dans [Val07]. Cela va donner lieu a une résolution assez grosse en taille
mais qui doit pouvoir étre rendue totalement explicite : la propérade codant les bigébres
est connue pour admettre une base explicite [EE05] et la résolution bar-cobar s’appuie
sur des graphes dirigés simples. Le point saillant d’une telle résolution est qu’elle serait
engendrée par une coproperade différentielle graduée (la construction bar) : ce point clé
permet d’appliquer les développements les plus récents de la théorie de 'homotopie pro-
peradique établie dans [HLV21]. Au final, on obtiendrait Ia une théorie homotopique des
bigébres associatives aussi riche que celle des algebres associatives qui a été largement
utilisée dans la littérature au cours des 60 derniéres années. Plus précisément, cela don-
nera une définition explicite de bigeébre associative a homotopie prés avec une bonne no-
tion d’co-morphisme, une formule effective pour le théoreme de transfert homotopique et
une algébre L, qui code ses déformations.

JECTIF 2: Démontrer la formalité de bigebre associative des chaines sur I'espace des
lacets de Moore d’un espace formel. Comme premiere application de cette nouvelle théorie
homotopique des bigébres, on doit pouvoir établir le résultat suivant de formalité en topo-
logie algébrique. Soit X un espace topologique pointé et soit X son espace de Moore
de lacets. La concaténation des lacets le muni d’'une structure de monoide topologique,
ce qui induit une structure de bigébre associative différentielle graduée sur son complexe
A des chaines singulieres (ou le coproduit est donné par I'approximation de la diagonale
d’'Alexander—Whitney). On doit pouvoir montrer que si I'espace X est formel alors la bi-
gebre associative différentielle graduée A est formelle sur le corps des rationnels. La mé-
thode qui doit permettre de mener a bien la démonstration consiste a utiliser les nouvelles
classes fidéles de formalité de Kaledin—Emprin [Emp24].

JECTIF 3: Décrire le modéle minimal de la propérade des bigébres. Le premier objectif de
ce sujet de thése n’a pas I'air de présenter d’obstacle infranchissable quitte a y passer un
peu de temps et a décrire soigneusement les différentes objets en jeu. Une fois cette ob-
jectif résolu, on pourra alors s’intéresser a raffiner la résolution bar-cobar en s’attaquent au
modeéle minimal de la propérade des bigebres associatives. On connait déja la forme des
générateurs (1 par arité) et on connait le premier terme de la différentielle (qui correspond
a la différentielle du complexe de Gerstenhaber—Shack, voir [MV09, Section 3]). C’est le
reste de la formule de la différentielle qui reste a trouver. Plusieurs résultats ont été trouvé
depuis la publication de ce dernier article qui doivent pouvoir permettre de progresser ef-
ficacement dans cette direction : une formule explicite de 'approximation de la diagonale
de I'associaedre [MTTV21] et une nouvelle approche des modeles minimaux a plusieurs
sorties [Her23].

JECTIF 4: Donner une formule universelle de déformation par quantification des bigébres
de Lie. La seconde application de cette nouvelle théorie homotopique des bigeébres revient
a utiliser la forme explicite trouvée auparavant du modéle minimal de la propérades des
bigébres pour obtenir une formule universelle pour la quantification de la déformation des
bialgebres de Lie [MW20].
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