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Soient A et k des anneaux commutatifs. Si C est une catégorie essentiel-
lement petite, on note F(C; k) la catégorie des foncteurs de C vers la catégo-
rie k-Mod des k-modules. On note P(A4) la sous-catégorie pleine de A-Mod
constituée des modules libres de rang fini, et M(A) la sous-catégorie de P(A)
ayant les mémes objets et dont les morphismes sont les monomorphismes pos-
sédant un scindement. On note enfin S(A) la catégorie ayant les mémes objets
que P(A) et dont les morphismes sont les monomorphismes munis d’un scin-
dement : (S(A))(U,V) := {(f,9) € Homa(U,V) x Homa(V,U) |go f = Idu},
avec la composition (f', ¢").(f,g) := (f' o f,g0¢’).

Les catégories de foncteurs F(P(A); k) font 'objet de nombreux travaux
depuis le début des années 1950 et l'introduction par Eilenberg et MacLane
[4] des foncteurs polynomiauz entre modules, qui se sont révélés importants
en topologie algébrique, en théorie des représentations ou en K-théorie algé-
brique [6]. Kuhn [§] a nommé représentations génériques sur k des groupes
linéaires GL,, (k) les foncteurs de F(P(A); k), car de tels foncteurs fournissent
par évaluation des représentations k-linéaires des groupes GL,,(4), avec des pro-
priétés de « cohérence ».Il existe toutefois d’autres catégories de foncteurs qui
peuvent légitimement prétendre a I'appellation de représentations génériques
des groupes linéaires. Ainsi, remplacer la source P(A) par sa sous-catégorie de
monomorphismes scindés M(A) fournit encore, par évaluation des foncteurs de
F(M(A); k), des familles de représentations k-linéaires des groupes GL,(A).
Nagpal [9, [10] ainsi étudié les foncteurs de F(M(A); k) dans le cas d’inégale
caractéristique ot A est un corps fini et £ un corps de caractéristique différente
de celle de A.

Nous nous proposons dans cette thése de considérer les représentations gé-
nériques scindées des groupes linéaires, c’est-a-dire les foncteurs de F(S(A); k).
Un foncteur F' de cette catégorie fournit en effet lui aussi une suite (F'(A™)) de
représentations k-linéaires des groupes GL,,(A), et de tels objets apparaissent
naturellement en K-théorie algébrique (dés les travaux inauguraux de Quillen)
ou pour I’étude la stabilité homologique pour les groupes linéaires. Les travaux
fondamentaux de Scorichenko [IT] (tels que légérement revisités dans [I], 'ap-
proche initiale utilisant plutot la catégorie M(A)) sur ’homologie stable des
groupes GL,,(A) — ou, de fagon équivalente, sur la K-théorie stable de A — a
coefficients polynomiaux font intervenir de facon cruciale un théoréme de com-
paraison homologique entre les catégories P(A) et S(A).

La catégorie S(A), comme M(A) est une catégorie EI (tous les endomor-
phismes sont des isomorphismes) dont les fléches sont des monomorphismes;
en particulier, on dispose d’une notion de foncteur atomique (foncteur dont
toutes les valeurs sont nulles, sauf sur la classe d’isomorphisme d’un objet a la
source). Tous les objets simples (i.e. non nuls et sans sous-objet non trivial) de
F(S(A); k) sont atomiques, et il est intéressant de considérer la catégorie quo-
tient de cette catégorie de foncteurs par la sous-catégorie localisante engendrée



par les foncteurs atomiques. Cette catégorie quotient sera autant ’objet d’étude
de la thése que la catégorie de foncteurs initiale. On s’y intéressera & des pro-
priétés fondamentales des catégories abéliennes : description des objets simples,
questions de finitude, calculs cohomologiques. La notion de foncteur polynomial
(qui se généralise dans ce contexte ; cf. [3]) jouera un role fondamental : on s’at-
tend & obtenir bien davantage de résultats de classification pour les foncteurs
polynomiaux de source S(A) (comme pour ceux de source P(A)) que dans le
cas général, sauf peut-étre lorsque A est fini et de cardinal inversible dans k, ou
P'on pourra s’inspirer des méthodes de Nagpal.
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