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1 Contexte scientifique

Les limites de diffusion fractionnaire donnent une justification mathématique du passage d’'une EDP
décrivant un systéme & 1’échelle mésoscopique, & ’équation de la chaleur fractionnaire, qui en donne
une vision macroscopique. Au cours des deux derniéres décennies, de nombreux travaux ont établi
de tels résultats pour des équations cinétiques linéaires, tant par la communauté EDP, que par la
communauté probabiliste. Les articles [2,13,15,16] traitent de I’équation de scattering (ou Boltzmann
linéaire) et les articles [5,7-12, 14] étudie ’équation cinétique de Fokker-Planck.

Cette derniére équation décrit la loi d’'un processus aléatoire (X¢, Vi)i>0, ot Xy € R? (resp. V; € Rd)
représente la position (resp. la vitesse) d’une particule qui subit des chocs aléatoires, ainsi qu’'une force
de rappel F(v) = —gﬁ pour un paramétre 8 > 0. Les équations de Newton décrivant I’évolution
de la particule sont
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ol (Bt)¢>0 est un mouvement brownien modélisant les chocs aléatoires. La mesure invariante du
processus (V;)¢>0, donnée par pu(dv) = (1 + |v]?)78/2dv, est & queue lourde, ce qui laisse naturellement
penser qu’on peut obtenir un processus a-stable (dont la loi est la solution de la chaleur fractionnaire)
a partir de ce modéle. Il y a en fait plusieurs régimes, voir [11,12] :

(i) Si B > 4+ d, alors (61/2Xt/5)t20 converge en loi, lorsque ¢ — 0, vers un mouvement brownien
(de dimension d).

(ii) Si B € (d,4+ d), alors (El/aXt/g)tzo converge en loi, lorsque € — 0, vers un processus a-stable
isotrope, pour a = (8 4+ 2 — d)/3.

(iii) Si B € (d—2,d), alors (53/2Xt/5)t20 converge en loi, lorsque € — 0, vers I'intégrale d’un processus
de Bessel (généralisé).

Nous soulignons que les physiciens ont par ailleurs découvert que lorsqu’ils sont refroidis par un
laser, les atomes diffusent anormalement (voire Castin, Dalibard and Cohen-Tannoudji [6] et Sagi,
Brook, Almog and Davidson [17]). Une étude théorique (Barkai, Aghion and Kessler [1]) modélisant le
mouvement des atomes précisément par (1) conjecture méme les différentes phases énoncées ci-dessus.

2 Sujet de thése

L’objectif de cette thése est d’étudier le modéle cinétique de Fokker-Planck dans un domaine régulier
D c R?, avec des conditions de bord diffusives. Lorsque le processus X; atteint le bord du domaine 9D,
il est réfléchi de la maniére suivante : on tire aléatoirement une nouvelle vitesse dirigée vers l'intérieur
du domaine, selon une certaine mesure de probabilité v.

En dimension 1 et pour D = Ry, ce modele a été étudié dans [3] : dans le régime a-stable
(B € (1,5)), si la mesure v a un moment d’ordre «/2, alors la limite d’échelle du processus de position
est un processus a-stable réfléchi sur son infimum.



En dimension quelconque et pour des domaines fortement convexes, ce probléme a été étudié
dans [4]. On a construit le processus limite et établi la limite de diffusion fractionnaire pour le modéle
de scattering. Le processus limite est un processus a-stable isotrope réfléchi et sa construction n’est
pas simple. Elle repose sur une synthése d’Itd, consistant & construire un processus en concaténant
ses excursions a l'intérieur du domaine. En fait, deux types de processus sont construits, un premier
(R$)i>0 qui ressort de maniére "continue" du bord de D et le second (R¢);>¢ qui ressort par un saut.
Concernant la limite de diffusion, on distingue deux régimes : si la mesure v a un moment d’ordre «/2,
alors la limite est (R$);>0. Si ce n’est pas le cas, la limite est (R{);>0.

Le travail de thése consistera donc a :

(a) Montrer que pour le modeéle cinétique de Fokker-Planck réfléchi dans un domaine fortement
convexe, si f € (d,4 + d) et si la mesure de réflexion v posséde un moment d’ordre «/2, alors le
processus limite est (Rf)¢>0, construit dans [4], ou une variation de ce processus. On souligne que le
modéle cinétique de Fokker-Planck est plus difficile & étudier que le modéle de scattering. En effet,
ce dernier est trés proche d’'un modéle de marches aléatoires réfléchies, ce qui permet une étude fine
des temps de retour au bord du domaine. Ceci est assez important pour ce genre de problémes. Il
faudra donc trouver de nouveaux outils permettant de quantifier ces temps de retour pour le modéle
de Fokker-Planck.

(b) On pourrait ensuite modifier le mécanisme de réflexion, et considérer par exemple une réflexion
mixte, qui alterne aléatoirement entre réflexion diffusive et réflexion spéculaire (de type billard). Ces
conditions de bord sont appelées conditions de Maxwell et sont issues de la théorie cinétique des
gaz. Dans ce cas, il faudrait d’abord comprendre le processus limite, le construire, puis étudier la
convergence.

(c) On souhaiterait aussi étudier ce qu'il se passe dans les autres phases. Tout d’abord, toujours
pour B € (d,4 + d), mais lorsque v n’a pas moment d’ordre a/2, obtient-on le processus (R{);>q & la
limite, comme pour le modéle de scattering ? Ensuite, que se passe-t-il lorsque 8 ¢ (d,4+d) ? Lorsque
B > 4+ d, on s’attend a obtenir un mouvement brownien réfléchi de maniére normale, ce qui devrait
faciliter I’étude. Mais lorsque 5 € (d — 2,d), on ne sait pas construire le processus limite.

(d) II serait aussi assez naturel de pousser I’étude des processus stables construits dans [4]. Ces
processus possédent-ils une unique mesure invariante ? Que peut-on dire de celle-ci sur le bord du
domaine 7 Y-a-t-il une convergence exponentielle vers ’équilibre 7 On pourrait aussi s’intéresser aux
propriétés de régularisation du semi-groupe associé (s’il est fortement fellerien), et a la quantification
de cette derniére.
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