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1 Motivations

Le vieillissement, défini comme le déclin progressif des fonctions d’un organisme entrâınant un
risque de mort croissant avec l’âge, a longtemps été supposé absent des populations naturelles,
en raison des fortes pressions de sélection et de prédation. Un nombre croissant de données em-
piriques, révélant la présence d’individus physiologiquement âgés chez de nombreuses espèces
[13, 2], remet aujourd’hui en cause cette hypothèse. Cela soulève des questions fondamentales
: quels mécanismes permettent le vieillissement et le maintien d’individus âgés
en milieu naturel ? Comment les modéliser et les estimer ?

Une difficulté concerne la mesure même du vieillissement. L’âge chronologique est en effet
souvent difficile à mesurer, et constitue parfois un indicateur physiologique insuffisant. Des
travaux récents, initialement conduits sur l’organisme modèle Drosophila melanogaster [15]
puis étendus à d’autres organismes modèles dont la souris [3, 4], ont permis l’identification
d’un phénotype appelé Smurf, qui constitue un important indicateur de vieillissement physi-
ologique. Ce phénotype repose sur une mesure in vivo de la perméabilité intestinale à l’aide
d’un colorant alimentaire bleu non toxique : les individus physiologiquement âgés absorbent
ce colorant et se colorent entièrement en bleu [14, 15]. Ces individus présentent un risque de
mort significativement plus élevé ainsi que plusieurs marqueurs classiques du vieillissement,
notamment une altération de la signalisation insulinique, une perte des réserves énergétiques
et une diminution de l’activité spontanée [17, 18].
Le phénotype smurf offre ainsi une méthode relativement simple mais particulièrement efficace
pour identifier des individus physiologiquement âgés au sein de populations naturelles. Une
campagne de terrain récente a confirmé que 5 à 8% des drosophiles échantillonnées présentaient
ce phénotype, résultat cohérent avec les études récentes attestant de la présence d’individus
physiologiquement âgés dans la nature [2, 13].

Objectifs de la thèse Ces questions biologiques fondamentales motivent cette thèse, dont
le but est d’établir de nouveaux résultats en inférence statistique pour des modèles de dy-
namiques de populations compartimentaux structurés en âge, bien adaptés pour répondre à
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ces questions. A notre connaissance, ces classes de modèles, bien étudiés d’un point de vue
probabiliste et déterministe, ont fait l’objet de peu de travaux concernant l’inférence statis-
tique de leurs paramètres. Cette relative absence de résultats statistiques contraste avec la
maturité des approches probabilistes et déterministes, et constitue précisément l’une des moti-
vations principales de ce projet de thèse. Des estimateurs et des test non-paramétrique seront
ainsi proposés et leurs propriétés théoriques (vitesse de convergence, vitesses de séparation)
étudiées dans un paradigme minimax. L’attention sera portée sur deux régimes, celui d’une
population à l’équilibre et celui d’une population hors équilibre.

2 Projet de recherche détaillé

Les modèles étudiés dans cette thèse sont des modèles compartimentaux structurés en âge,
dans lesquels chaque individu est caractérisé à la fois par son âge chronologique et son appar-
tenance à un groupe d’âge physiologique défini par des traits phénotypiques mesurables. Ces
modèles flexibles, fondés sur des processus ponctuels ou plus généralement sur des processus à
valeur mesure, trouvent des applications dans divers domaines, notamment en épidémiologie.
Le projet s’articule autour de deux axes complémentaires.

Population hors équilibre Le premier concerne des populations sans renouvellement. Il
s’agira d’estimer l’intensité des évènements ayant lieu dans la population, et de construire des
procédures de tests et d’estimation. En particulier, l’un des objectifs sera de déterminer si les
interactions et la compétition pour les ressources accélèrent le vieillissement des individus, à
partir de données réelles d’expériences en cours à l’ECOTRON de Montpellier.

Dans un premier temps, on modélisera la dynamique simplifiée d’une population d’individus
synchronisés (ayant le même âge) et en interaction, à l’aide d’un modèle de vieillissement à
deux compartiments. Chaque compartiment représente un état physiologique : les individus
jeunes (compartiment 1) et les individus physiologiquement âgés (compartiment 2).

Plus précisément, à t = 0, on considère N0 individus d’âge 0, initialement dans le com-
partiment 1. Chaque individu i ∈ {1, . . . , N0} passe d’abord un temps aléatoire τ1i dans
le compartiment 1, puis un temps τ2i dans le compartiment 2, avant de mourir. La dy-
namique de population est décrite par le processus de comptage N1 comptant les transitions
du compartiment 1 vers le compartiment 2, ainsi que par un processus à valeur mesure Z2

décrivant le nombre d’individus dans le second compartiment et le temps qu’ils y ont passé.
On s’intéressera en particulier à l’intensité du processus N1, décrivant les transitions du com-
partiment 1 vers le compartiment 2 et représentant le vieillissement des individus :

λ1
t =

(
f12(t) + c1(t)(N0 −N1

t ) +

∫ ∞

0
U2(t, u)Z2(du)

)
(N0 −N1

t ). (1)

Une question biologique essentielle est de savoir s’il y a ou non une accélération du vieil-
lissement due à la compétition et aux intéractions entre les individus. Sur le plan de l’inférence
statistique cela se traduit par tester si U2 et/ou c1 sont nulles. Nous pourrons dans un premier
temps considérer le modèle simplifié où U2 est nulle. Une fois les tests établis, nous pourrons
nous pencher sur les questions d’estimation de ces deux paramètres.
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Un premier cadre d’observations à partir desquelles l’inférence statistique sera menée con-
sistera en les N trajectoires indépendantes du processus (N1,i, Z2,i)1≤i≤N partant de N con-
ditions initiales (N i

0)1≤i≤N . Un second cadre d’observations correspondra à un régime de
grande population où la population initiale N0 dépend d’un paramètre K avec N0 tendant
vers l’infini quand K tend vers l’infini. Il faudra alors considérer les processus renormalisés
par ce paramètre K. Ceci nous amènera naturellement à la seconde partie de la thèse où l’on
considérera une population à l’équilibre.

Population à l’équilibre Le second axe du projet de thèse porte sur des dynamiques
de populations avec renouvellement (naissances, entrées dans la population), supposées à
l’équilibre. La question centrale est la suivante : à partir d’un échantillonnage d’individus à
l’équilibre, peut-on identifier, même partiellement, les paramètres démographiques cohérents
avec certaines mesures observées ?

Les processus à valeur mesure modélisant des dynamiques de populations structurées par
âge et par caractéristiques phénotypiques ont fait l’objet de travaux approfondis d’un point de
vue probabiliste (voir par exemple [16, 12, 11]) et des outils efficaces existent pour les simuler
[7]. En revanche, leur étude sous l’angle statistique reste à ce jour peu développée (voir par
exemple [1] pour des applications en démographie).
Une approche possible consiste à considérer la population à l’équilibre dans un régime en
grande population. Plus précisément, on s’intéressera aux solutions stationnaires du système
d’EDP suivant, modélisant la dynamique d’une population structurée en deux compartiments :
les individus du compartiment 1 (physiologiquement jeunes), de densité de population n1(a, t)
indexée par l’âge chronologique a, et les individus du compartiment 2 (physiologiquement
âgés), de densité n2(u, t) indexée par l’âge physiologique u (temps passé dans le compartiment
2).
(∂a + ∂t)n1(a, t) = −cd(n̄1(t), n̄2(t))n1(a, t)−

(
f12(a) + c1(a)n̄1(t) +

∫∞
0 U2(a, u)n2(u, t)du

)
n1(a, t),

(∂u + ∂t)n2(u, t) =
(
− kd(u)− c̃d(n̄1(t), n̄2(t))

)
n2(u, t),

n1(0, t) =
∫∞
0

(
b1(a)n1(a, t) + b2(a)n2(a, t)

)
da,

n2(0, t) =
∫∞
0

(
f12(a) + c1(a)n̄1(t) +

∫∞
0 U2(a, u)n2(u, t)du

)
n1(a, t) da,

(2)
où n̄x(t) =

∫∞
0 nx(a, t) da pour x = 1 ou 2. L’étude de ce système d’équations non linéaires

en toute généralité n’est pas triviale et fait l’objet de travaux en cours. On sera ainsi amené
à considérer des cas simplifiés pour lesquels l’équilibre est explicitement connu, mais qui don-
nent néanmoins lieu à des problèmes inverses non standard pour l’estimation des paramètres
démographiques à partir d’un échantillonnage de la population stationnaire.

Des avancées théoriques récentes ont permis des progrès en inférence non-paramétrique sur
les taux de division et des noyaux de fragmentation pour les populations cellulaires structurées
en taille ou en âge [6, 10, 5, 9, 8]. Ces résultats ouvrent une direction de recherche prometteuse
pour l’inférence de paramètres démographiques en population naturelle avec vieillissement.
Leur extension à des populations avec interactions et groupes d’âge physiologique constitue
cependant un problème ouvert, qui ne se réduit pas à une simple adaptation des méthodes
existantes.
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