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Résumé du sujet de thése. Etant donné un espace métrique (X, d), une suite (2, )nen de points de X et
une suite de rayons strictement positifs (r,,),en, il est naturel de se poser les questions suivantes:

(1) A-t-on X = {J,,cy B(xn,rn)? Et dans ce cas chaque point est-il recouvert une infinité de fois, i.e. a-t-on
X = limsup,,_,., B(@n,r,)? Il faut bien siir pour que cette seconde égalité ait lieu que {x,, : n € N} soit
dense dans (X, d), et on peut compléter la question en demandant dans le cas ot X # limsup,,_,. B(Zn, ")
ce que vaut dimg (lim sup,,_, ., B(Zn,7n)), ot dimy désigne la dimension de Hausdorff dans la métrique fixée.
C’est une question d’approximation métrique, bien connue et tres étudiée notamment en approximation
diophantienne dans les espaces euclidiens. Notons qu’on peut poser les mémes questions en remplacant les
boules par d’autres objets contenant les x,, et dont les diametres tendent vers 0.

(2) Si F € {X # U,en B(xn, ), X \ limsup,, ., B(z,, )} est non vide, que peut-on dire de dimpg F?
(3) Considérant pour z € X et € > 0 le nombre Ne(z) =>_, ., - 1p(s, r,) (z) de boules B(zy,7,) de rayon
au moins égal A £ ayant recouvert un point x, peut-on décrire aymptotiquement N. (), sinon individuellement

pour chaque z, au travers d’une fonction de référence A. : (0,00) — (0,400) telle que pour o dans un sous-
intervalle non trivial de R les ensembles

E(o) = {a: € X :lim inf ]jf((s) - a} E(a) = {x € X :limsup J\j\f(g) - a} ,

voire 'ensemble E(a) = E(a) N E(«), soient non vides, et qu'on puisse déterminer pour F € {E, E,E} le
spectre multifractal
op:a € Ry — dimy F(a)?

Un tel spectre donne une description géométrique précise de I’hétérogénéité éventuelle avec laquelle les points
de X sont recouverts au cours du processus de recouvrement.

Une situation aléatoire naturelle ayant suscité un grand intérét, et pour laquelle les réponses aux questions
précédentes sont connues (cf. [5, 2, 3]) est celle ot X = R muni de sa métrique standard. On tire une suite
aléatoire (zy,r,)nen dans le demi-plan supérieur selon une intensité de Poisson de la forme Leb ® v, ot v
est une mesure de Radon sur (0,00) de masse infinie mais telle que v(1,+00) < co. S’agissant du probléme
(3), posant A(e) = E(Ne(x)), qui ne dépend pas de x, on observe alors essentiellement trois régimes pour
le spectre o selon la valeur de v = limsup, _,, %. Siy =0 et lim,_,g+ A(g) = +00, alors presque
stirement tous les ensembles F(«a) sont de dimension de Hausdorff égale & 1, si v € (0,400) alors il existe
une fonction f continue sur [0,4+00), analytique sur (0,+00), unimodale et strictement concave telle que
presque strement, pour tout a € Ry on a dimyg E(a) = f(a) si f(a) > 0 et E(a) = 0 sinon, et si vy = +oo,
alors F(a = 1) = X (le recouvrement est asymptotiquement uniforme; la fréquence de recouvrement o = 1
que l'on détecte Lebesgue presque partout quand v < +oo est désormais partout la méme).

Dans cette these, on se propose d’étudier le probléme (3) dans le cadre de deux autres espaces métriques.
(1) Pour les recouvrements poissoniens du premier groupe de Heisenberg H = H; (R) muni de sa métrique
de Carnot-Carathéodory notée d, quand le processus de Poisson a une intensité de la forme Leb ® v, comme
ci-dessus, ot cette fois la mesure de Lebesgue est celle de R3. Le traitement du cas du recouvrement de R fait
penser que certaines mesures aléatoires obtenues comme limites de martingales de type chaos multiplicatif
poissonien doivent y jouer un réle fondamental pour estimer les dimensions de Hausdorff des ensembles F'(«),



F ¢ {E,E,E}. On commencera donc par développer la théorie dimensionnelle de ce type de mesure, en
commencant par caractériser sous quelles conditions les martingales que nous évoquons convergent faiblement
vers une mesure non trivial avec probabilité positive. Pour le probléme des fréquences de recouvrement, on
S’attend & ce que les mesures v qui jouent un rdle charniére soient celles de la forme v(dr) = 'y%, qui sont
sont telles que Leb ® v est invariante par les dilatations centrées en des points de H x {0} (les questions (1)
et (2) ont été étudiées pour ces intensités dans [4]).

Une question particulierement intéressante dans le contexte du groupe de Heisenberg est celle de la
comparaison des dimensions de Hausdorff des ensembles aléatoires précédemment considérés avec leur di-
mension lorsque H est muni de sa métrique euclidienne. On sait qu’il existe deux fonctions continues affines
par morceaux ¢1 et ¢o de [0,4] dans [0, 3] (rappelons que 4 est la dimension de Hausdorff de H sous la
métrique d), telles que pour tout sous-ensemble E de H, si dim§, (E) désigne sa dimension euclidienne, alors
¢1(dimy E) < dim$;(E) < ¢2(dimy E), et ces bornes sont optimales [1, 6]. Que peut-on dire de plus précis
pour les ensembles F(«)?

(2) Pour les recouvrements poissoniens d’un répulseur conforme X dans R? euclidien (dont la géométrie
est tres différente de celle de (H, d)), l'intensité du processus de Poisson étant de la forme Q ® v, ol Q) est
I'unique mesure de probabilité Alhfors réguliere, et ergodique pour la transformation expansive a laquelle

dr
=7 dans [7], D est la

dimension de @ et de X). Un des points qui rend la situation subtile et particulierement intéressante est
qu’en général E(N.(z)) dépend de x. Ici encore on développera le chaos multiplicatif poissonien comme outil
central.

le répulseur est associée (les questions (1) et (2) ont été étudiées quand v(dr)
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