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Contexte. Dans des travaux récents avec Baptiste Chanus et Morgan Rogers [CMR25], nous avons intro-
duit des nouveaux objets algébriques appelés ultra-anneauz, généralisant a la fois les anneaux commutatifs et
les catégories lextensives booléennes. Ces derniéres sont connues en logique catégorique comme des contextes
dans lesquels on peut donner une notion générale de modele & des théories de la logique classique du pre-
mier ordre [Joh02,CLW93]. Les ultra-anneaux peuvent étre présentés a travers un langage logico-algébrique
dont les polynémes et la logique du premier ordre sont des cas particuliers. Cela permet de reformuler cer-
taines caractérisations descriptives de classes de complexité [Imm99]. L’avantage est que I’on retrouve ainsi,
de maniére uniforme, des classes de complexité booléennes « traditionnelles > (comme RE, NP, P) et des
classes algébriques formulées & travers le modele de calcul de Blum, Shub et Smale [BSS89]. La formulation
est uniforme dans le sens ou elle est paramétrique en un corps K : en choisissant K = F; (I'ultra-anneau
initial, correspondant au < corps a un élément > [Dur07]) on obtient les classes booléennes; en choisissant
K = R on obtient les classes BSS correspondantes sur les nombres réels.

Objectifs. Les modules sur les anneaux commutatifs sont un outil essentiel, en particulier du point de vue
géométrique consistant a associer a chaque anneau commutatif R son spectre Spec R. De ce point de vue, un
R-module est la méme chose qu'un faisceau quasi-cohérent sur Spec R, et la catégorie des R-modules définit
R de maniere univoque. De maniére plus générale, pour une classe assez large de schémas X (les objets
fondamentaux étudiés en géométrie algébrique) il est possible de reconstruire X a partir de sa catégorie des
faisceaux quasi-cohérents QCoh(X) [Bral3].

Ce projet de these se pose comme objectif d’étudier la notion de module dans le cadre des ultra-anneaux.
Nous avons déja une définition permettant non seulement de retrouver la notion classique dans le cas des
anneaux commutatifs, mais, pour tout schéma X, nous avons un ultra-anneau Rx tel que la catégorie
des Rx-modules est équivalente & QCoh(X). Il semble donc possible d’injecter la géométrie algébrique
classique dans le cadre des ultra-anneaux. La perspective a long terme est de pouvoir appliquer des invariants
géométriques (homologie, cohomologie, K-théorie...) a I’étude des classes de complexité caractérisées a
travers les ultra-anneaux. Pour cela, les travaux récent de Campbell et Zakharevich [CZ22] fourniront un
point de départ intéressant.
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